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«ΤΗΛΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΑΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ» 

1. Εισαγωγικές έννοιες – Μετασχηµατισµός Fourier 

Άσκηση 1: To Gaussian φάσµα 

Ένα τηλεπικοινωνιακό σύστηµα εκπέµπει Gaussian παλµούς της µορφής x(t)=P0
1/2exp(-t2/t0

2/2). Οι 

παλµοί έχουνε πλήρες χρονικό εύρος στα 3dB ίσο µε 10ns ενώ η ισχύς κορυφής είναι P0=100mW. 

α) να υπολογιστεί η παράµετρος t0 των παλµών. 

β) να υπολογιστεί το πλήρες φασµατικό εύρος στα 3dB του σήµατος. 

γ) να βρεθεί ο µέγιστος ρυθµός µετάδοσης έτσι ώστε η ενέργεια παρεµβολής κάθε ένα από τα 

γειτονικά bit να µην ξεπερνά το 1% της ενέργειας του παλµού στο τρέχον bit.  

Λύση: 

α) ∆ίνεται πως το πλήρες χρονικό εύρος στα 3dB των παλµών είναι TFWHM=10ns.  

 

To ΤFWHM είναι η διάρκεια που µεσολαβεί µεταξύ των δύο χρονικών στιγµών όπου η ισχύς του 

σήµατος είναι 50% της µέγιστης ισχύος. O Gaussian παλµός είναι συµµετρικός και έχει το µέγιστο του 

στο t=0. 

Αυτό σηµαίνει ότι αν t1=TFWHM/2 τότε  
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όπου xmax είναι το µέγιστο πλάτος του παλµού που στην συγκεκριµένη περίπτωση είναι το x(0)=P0
1/2. 

Αντικαθιστώντας την εξίσωση του Gaussian παλµού που δίνεται από την εκφώνηση έχουµε 
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και εποµένως, 
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Η διάρκεια TFWHM είναι ΤFWHM=2t1=28,84ns. 

β) Για να υπολογίσουµε το πλήρες φασµατικό εύρος του σήµατος στα 3dB θα πρέπει πρώτα να 

υπολογίσουµε το φάσµα του σήµατος µέσω του µετασχηµατισµού Fourier. Για το σκοπό αυτό 

χρησιµοποιούµε τους πίνακες. ∆είτε π.χ. τον πίνακα στη διαφάνεια 25 ο οποίος µας υποδεικνύει ότι ο 

µετασχηµατισµός Fourier του y(t)=exp(-πt
2
) είναι ο Y(f)=exp(-πf

2
). ∆εδoµένου ότι 
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µπορούµε να χρησιµοποήσουµε την ιδιότητα της χρονικής κλίµακας για το µετασχηµατισµό Fourier η 

οποία λέει ότι 
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όπου στην περίπτωση µας σύµφωνα µε την (4) έχουµε  
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οπότε βρίσκουµε 
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Εποµένως το φάσµα του Gaussian παλµού είναι 

 ( )2 2

0 0 0( ) 2 exp 2X f t P t fπ π= −  (9) 

και είναι συµµετρικό ως προς το f=0 στο οποίο λαµβάνει την µέγιστη τιµή του Xmax=t0(2πP0)
1/2

. To 

φασµατικό εύρος 3dB βρίσκεται µε την ίδια λογική όπως και την περίπτωση του ερωτήµατος (α). 

∆ηλαδή βρίσκουµε το f1 για το οποίο 
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το οποίο στην περίπτωση µας µεταφράζεται σε 
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από όπου βρίσκουµε 
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και εποµένως 

 
1 33,88MHzf =  (13) 

οπότε το πλήρες εύρος φασµατικής ισχύος στα 3dB είναι BFWHM=2f1=67,76MHz. 

 



γ) Θα πρέπει να υπολογίσουµε την ενέργεια του παλµού η οποία προέρχεται από το γειτονικό bit. Αν 

υποθέσουµε πως η διάρκεια bit είναι ίση µε Tb τότε είναι προφανές πως η ενέργεια του παλµού που 

αντιστοιχεί στο bit i=0 είναι δίνεται από την σχέση 
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Το ολοκλήρωµα αυτό µπορεί να υπολογιστεί µέσω της συνάρτησης Q(x) η οποία ορίζεται ως 
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Είναι εύκολο να δούµε ότι 
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όπου έχουµε αντικαταστήσει: 
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Εποµένως σύµφωνα µε την (14), 
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε την ενέργεια του παλµού του bit i=0 η οποία εισέρχεται στο bit i=1 το 

οποίο διαρκεί από Τb/2 εώς 3Τb/2, 
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Για ευκολία µπορούµε να θεωρήσουµε ότι  
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δηλαδή ότι ο παλµός του bit i=0 έχει σχεδόν “σβήσει” όταν στο τέλος του bit i=1. Η απαίτηση να 

έχουµε 1% της ενέργειας του παλµού στο γειτονικό bit µεταφράζεται σε E1/E0=0.01. Θέτoντας 
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 παίρνουµε 
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από όπου βρίσκουµε ότι  
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και εποµένως χρησιµοποιώντας τους πίνακας της συνάρτησης Q (π.χ. δείτε διαφάνεια 41), βρίσκουµε 

ότι  
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Άσκηση 2: Φάσµα διαµόρφωσης 

Θεωρούµε έναν ορθογώνιο παλµό x(t) µε πλάτος Α=1V ο οποίος έχει διάρκεια Ta=100ns και ο οποίος 

αποτυπώνεται σε ένα φέρον Bcos(2πfct) µε fc=500ΜΗz και πλάτος B=0,4V. 

α) να σχεδιαστεί γραφικά το φάσµα του σήµατος y(t) που περιγράφει την αποτύπωση του σήµατος x(t) 

στο εν λόγω φέρον. 

β) να βρεθεί η συχνότητα στην οποία η φασµατική ισχύς του σήµατος µεγιστοποιείται καθώς και οι 

πλησιέστερες συχνότητες µηδενισµού του φάσµατος δεξιά και αριστερά της συχνότητας αυτής. 

Λύση: 

Για να βρούµε το φάσµα του σήµατος y(t) χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι  
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Το συνηµίτονο αναλύεται ως: 
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και εποµένως 
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Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα του µετασχηµατισµού Fourier, έχουµε: 
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και εποµένως: 
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Το φάσµα του σήµατος x(t) θα είναι της µορφής sinc. Για να το υπολογίσουµε ακριβώς, γράφουµε το 

x(t) ως εξής: 

 ( ) ( / )
a

x t A t T= Π  (32) 

∆εδοµένου η συνάρτηση Π(t) έχει φάσµα sinc(f) έπεται από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier 

ότι: 
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 Εποµένως  
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Η γραφική παράσταση του φάσµατος προκύπτει από την (34) και φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 



 

Το φάσµα του σήµατος αποτελείται όπως αναµενόταν από δύο µετατοπισµένες συναρτήσεις sinc οι 

οποίες έχουν τα µέγιστα τους στο f=±fc=±500MHz.  

β) Ο πρώτος µηδενισµός αριστερά και δεξιά του κάθε µέγιστους προκύπτει από τους µηδενισµούς τους 

sinc. ∆εδοµένου ότι sinc(x-α)=sin(π(x-α))/(π(x-α)) για x≠a, έχουµε ότι ο πρώτος µηδενισµός του sinc(x-
a) δεξιά του a συµβαίνει στο x=a+1 ενώ ο πρώτος µηδενισµός δεξιά του a βρίσκεται στο x=a-1. 

Εποµένως εφόσον στην περίπτωση µας x=Τaf και a=Τafc έχουµε 
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Άσκηση 3: Φίλτρο RC 

∆ίνεται ένα κύκλωµα που αποτελείται από µία αντίσταση R=1kΩ και έναν πυκνωτή C=1/(2π) µF. 

Υποθέτουµε πως η τάση εισόδου vin(t) εισάγεται στα άκρα του πυκνωτή και της αντίστασης ενώ η δε 

έξοδος vc(t) λαµβάνεται πάνω στον πυκνωτή.  

 

Να υπολογιστούν: 

α) Η συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος. 

β) Η έξοδος του κυκλώµατος όταν η τάση εισόδου είναι vin(t)=V0cos(2πfct+π/3) όπου V0=3V και 

fc=1kHz. 

γ) Η κρουστική απόκριση του συστήµατος. 

Λύση: 

α) ∆εδοµένου ότι ο πυκνωτής και η αντίσταση διαρρέονται από το ίδιο ρεύµα i θα έχουµε: 
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εποµένως η εξίσωση που διέπει την είσοδο και την έξοδο είναι η: 
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Για να υπολογίσουµε την συνάρτηση µεταφοράς Η(f) του κυκλώµατος χρησιµοποιούµε την σχέση: 
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όπου VC(f) και Vin(f) είναι τα φάσµατα των vC και vin(t) αντίστοιχα. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι το 

φάσµα του dvc/dt είναι ίσο µε 

 2 ( )C

C

dv
F j fV f

dt
π 

= 
 

 (39) 

 έπεται ότι 
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από όπου προκύπτει ότι  
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όπου RC=1kΩ × 1µF/ (2π)=10
-3

s/(2π)=1/(2π) ms. 

β) Υπολογίζουµε καταρχήν το φάσµα του σήµατος εισόδου. Έχουµε: 

 { } { }0
( ) ( ) cos(2 / 3)

in in c
V f F v t F V f tπ π= = +  (42) 

∆εδοµένου ότι 

 { }1
cos( )

2

jat jb jat jb
at b e e

+ − −+ = +  (43) 

έχουµε 

 { } { } { }{ } ( ) ( )2 21
cos(2 )

2 2 2

jb jb
j at jb j at jb e e

F at b F e F e f a f aπ ππ δ δ
−

+ − −+ = + = − + +  (44) 

εποµένως 

 ( ) ( )
/ 3 /3

0 0( )
2 2

j j

in c c

e e
V f V f f V f f

π π

δ δ
−

= − + +  (45) 

Το φάσµα εξόδου σύµφωνα µε την (41) είναι  
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δεδοµένου ότι η συνάρτηση δ(f±fc) είναι µηδέν για f≠±fc θα έχουµε: 
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Αντιστρέφοντας τον µετασχηµατισµό Fourier µέσω πινάκων, 
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όπου χρησιµοποιήσαµε και το γεγονός ότι H(f)=-(H(-f))*. Επίσης έχουµε 
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οπότε 
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Παρατηρούµε δηλαδή πως το κύκλωµα επιδρά τόσο στη φάση όσο και πλάτος του σήµατος. Το πλάτος 

του σήµατος από V0=3V γίνεται 
0 / 2 2.1VV ≅ . 

γ) για να βρούµε την κρουστική απόκριση του σήµατος αρκεί να υπολογίσουµε τον αντίστροφο 

µετασχηµατισµό Fourier της H(f). Σύµφωνα µε τους πίνακες, 
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2. Εισαγωγικές έννοιες – Τυχαίες κατανοµές και διαδικασίες 

Άσκηση 1: Μετασχηµατισµός Gaussian µεταβλητών 

Έστω X και Y δύο τυχαίες Gaussian διαδικασίες µηδενικής µέσης τιµής και διακύµανσης ίσης µε σ=1. 
Να διαπιστωθεί κατά πόσο οι µεταβλητές Z και W που δίνονται από την σχέση 
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είναι ανεξάρτητες ή όχι, να υπολογιστεί η µέση τιµή των Z και W, καθώς και η διακύµανση τους και η 
συνδυασµένη PDF τους. Η γωνία θ είναι γνωστή και ίση µε π/4. 

Λύση: 

Η (1) συνεπάγεται ότι 

 cos sinZ X Yθ θ= +  (2) 

 sin cosW X Yθ θ= − +  (3) 

Για να υπολογίσουµε την µέση τιµή των Z και W έχουµε: 

 { } { } { } { }cos sin cos sin 0Z E Z E X Y E X E Yθ θ θ θ= = + = + =  (4) 

εφόσον οι Χ και Υ είναι µηδενικής µέσης τιµής οπότε Ε{Χ}=Ε{Υ}=0. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε: 

 { } { } { } { }sin cos sin cos 0W E W E X Y E X E Yθ θ θ θ= = − + = − + =  (5) 

Οι διακυµάνσεις των Z και W δίνονται από την σχέση: 
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Εποµένως έχουµε: 
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∆εδοµένου ότι οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες: 
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Εποµένως 
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Οµοίως: 
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από όπου προκύπτει 
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Για να διαπιστώσουµε κατά πόσο οι Ζ και Υ είναι ανεξάρτητες, χρησιµοποιούµε το γεγονός πως είναι 

γραµµικός συνδυασµός δύο Gaussian µεταβλητών και εποµένως είναι και αυτές Gaussian. ∆ύο 

Gaussian µεταβλητές είναι ανεξάρτητες εάν και µόνο εάν η συµµεταβολή τους είναι ίση µε µηδέν, 

δηλαδή εάν 

 ( ) { }COV , 0Z W E ZW ZW= − =  (13) 

Στην περίπτωση µας εφόσον οι µεταβλητές έχουν µηδενική µέση τιµή αρκεί να δείξουµε ότι 

 { } 0E ZW =  (14) 

Έχουµε: 

 
{ } ( ) ( ){ }
{ } { }( ) { }2 2 2 2

cos sin sin cos

cos sin 2 cos sin cos sin

E ZW E X Y X Y

E X E XY E Y

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + − + =

− + − +
 (15) 

Χρησιµοποιώντας την (9) και το γεγονός πως Ε{Χ2}=Ε{Υ2}=σ2 προκύπτει η (14) εποµένως οι Ζ και W 

είναι ανεξάρτητες. 

Η πυκνότητα πιθανότητας των Z και W καθορίζεται πλήρως από την µέση τιµή και την διακύµανση 

τους εφόσον είναι Gaussian. Έχουµε: 

 
( )2

2

1
( ) exp

22
Z

Z

z Z
f z

σσ πΖ

 −
 = −
 
 

 (16) 

Στην περίπτωση µας έχουµε 0Z = και 
2 2 1Zσ σ= =  οπότε  

 
21

( ) exp
22

Z

z
f z

π

 
= − 

 
 (17) 

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι η PDF του W είναι 

 
21

( ) exp
22

W

w
f w

π

 
= − 

 
 (18) 

Εφόσον οι µεταβλητές είναι ανεξάρτητες, η συνδυασµένη PDF είναι το γινόµενο των επιµέρους PDF, 
δηλαδή, 

 
2 2

,

1
( , ) ( ) ( ) exp

2 2
Z W Z W

w z
f z w f z f w

π
 +

= = − 
 

 (19) 

Άσκηση 2: Φιλτραρισµένος Gaussian Θόρυβος 

∆ίνεται το παρακάτω σύστηµα που αποτελείται από µία αντίσταση R=1kΩ τοποθετηµένη σε σειρά µε 

ένα πυκνωτή µε χωρητικότητα C=(1/2π) µF. Στην είσοδο του κυκλώµατος έχουµε µία τάση  

 ( )0
( ) cos 2 ( )

in c
v t V f t n tπ= +  (20) 

όπου V0=2V, fc=1kHz και n(t) µία λευκή Gaussian τυχαία διαδικασία µε φασµατική πυκνότητα ισχύος 

N0/2=10₋
11

W/Ηz. Η έξοδος του κυκλώµατος λαµβάνεται πάνω στον πυκνωτή. Να υπολογιστούν: 



α) η φασµατική πυκνότητα ισχύος του θορύβου στην έξοδο του κυκλώµατος. 

β) η µέση ισχύς του θορύβου 

γ) η συνάρτηση συσχέτισης του θορύβου 

δ) το µέσο πηλίκο σήµα προς θόρυβο µετρούµενο σε µία περίοδο του σήµατος Τ=1/fc. 

Λύση: 

α) Η φασµατική πυκνότητα του θορύβου εξόδου Sout(f) καθορίζεται από την φασµατική πυκνότητα 
εισόδου Sin(f) και την συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου H(f) την οποία έχουµε υπολογίσει και σε 

προηγούµενη άσκηση ότι είναι ίση µε  

 
( ) 1

( )
( ) 1 2

C

in

V f
H f

V f j fRCπ
= =

+
 (21) 

Η σχέση που διέπει την Sout(f) είναι (δείτε π.χ. διαφάνεια 58): 

 
( )

2 0
out in 22 2

1
( ) ( ) ( )

2 1 4

N
S f S f H f

RC fπ
= =

+
 (22) 

Αντικαθιστώντας 4π
2
(RC)

2
=1ms

2
 έχουµε: 

 11

out 3

W 1
( ) 10

Hz 1 10
S f

f

−
−

=
+

 (23) 

όπου το f µετριέται σε Hz. 

β) Η µέση ισχύς του θορύβου δίνεται από την σχέση: 

 
( )

20 0

22 2

1
( ) ( )

2 2 1 4
out out

N N
P S f df H f df df

RC fπ

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= = =
+∫ ∫ ∫  (24) 

Το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί σε κλειστή µορφή, 

 
1 1

2 2

1 1
tan tan

1

b

a

b a
dx

c x c c c

− − = − +  ∫  (25) 

Επειδή tan
-1

(+∞)=π/2 και tan
-1

(-∞)=-π/2 έχουµε 

 
2 2

1

1
dx

c x c

π+∞

−∞

=
+∫  (26) 

και εποµένως: 

 
( )22 2

1 1

21 4
df

RCRC fπ

+∞

−∞

=
+∫  (27) 

Τελικά η ισχύς θα είναι  

 
11 90

3

1 W 1
10 5 10 W=5nW

2 2 Hz 2 10 s
out

N
P

RC

− −
−

= = × = ×
×

 (28) 

γ) Η συνάρτηση συσχέτισης του θορύβου δίνεται από τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier της 

φασµατικής πυκνότητας ισχύος του εποµένως, 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
1

11 0 0 0

2 2 22 2

21
( ) exp /

2 4 41 4 2
out

RCN N N
R F RC F RC

RCRC f RC f
τ τ

π π

−
−−

−

      = = = −   
+ +      

 (29) 

δ) Για να υπολογίσουµε την µέση ισχύ στη διάρκεια του bit, είναι χρήσιµο να γράψουµε την έξοδο του 

συστήµατος ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C inv t d h t v d h t nτ τ τ τ τ τ
+∞ +∞

−∞ −∞

= − + −∫ ∫  (30) 



όπου ο πρώτος όρος είναι η συνιστώσα του σήµατος ενώ ο δεύτερος όρος είναι η συνιστώσα του 

θορύβου στην έξοδο του συστήµατος. Για την συνιστώσα του θορύβου, έχουµε: 

 ( ) ( ) ( )outn t d h t nτ τ τ
+∞

−∞

= −∫  (31) 

Για να υπολογίσουµε την στιγµιαία ισχύ απλά παίρνουµε το τετράγωνο της (31) και η µέση τιµή της 

ισχύος Pn(t) του θορύβου κάθε χρονική στιγµή t απλά προκύπτει από την αναµενόµενη τιµή του 

τετραγώνου, δηλαδή 

 { } { }
2

2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n out

P t E n t E d h t n d d h t h t E n nτ τ τ τ τ τ τ τ τ
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

   = = − = − −  
   
∫ ∫ ∫  (32) 

Αλλά ξέρουµε πως ο θόρυβος n(t) είναι λευκός, εποµένως: 

 { } ( )0
1 1 1 2( ) ( )

2

N
E n nτ τ δ τ τ= −  (33) 

Αντικαθιστώντας την (33) στην (32) 

 ( ) 2 20 0 0

1 2 1 2 1 2 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
n

N N N
P t d d h t h t h t d h dτ τ τ τ δ τ τ τ τ τ τ

+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= − − − = − =∫ ∫ ∫ ∫  (34) 

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα στην (34) χρησιµοποιούµε την ιδιότητα του Parseval, σύµφωνα 

µε την οποία 

 
22 1

( ) ( )
2

h d H f df
RC

τ τ
+∞ +∞

−∞ −∞

= =∫ ∫  (35) 

όπου για το τρίτο µέλος χρησιµοποιήσαµε την (27). Εποµένως, 

 0 1
( )

2 2
n

N
P t

RC
=  (36) 

Η (36) στην ουσία υποδεικνύει ότι η αναµενόµενη στιγµιαία ισχύς ισούται µε την αναµενόµενη µέση 

ισχύ του θορύβου όπως αυτή δίνεται από την (28). Επίσης εφόσον η στιγµιαία ισχύς είναι σταθερή η 

µέση τιµή της στην διάρκεια µίας περιόδου του συνηµίτονου είναι απλά 

 0
,

0

1 1
( )

2 2

T

n av n

N
P dtP t

T RC
= =∫  (37) 

Όσο αφορά τη συνιστώσα του σήµατος, χρησιµοποιούµε το αποτέλεσµα προηγούµενης άσκησης (δείτε 

άσκηση 3 ερώτηµα (β) στην προηγούµενη ενότητα) σύµφωνα µε την οποία η συνιστώσα εξόδου είναι 

 0( ) cos 2
122

CS c

V
v t f t

π
π = + 

 
 (38) 

Η στιγµιαία ισχύς του σήµατος είναι vCS(t)
2
 και µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι η µέση ισχύς στην 

διάρκεια µίας περιόδου είναι 

 
2

2 0

0

1
( )

4

T

s CS

V
P v t

T
= =∫  (39) 

Το πηλίκο σήµα-προς-θόρυβο εποµένως είναι: 

 

2

0
2

70

0, 0

4 3, 2 10   (+75dB)
1

2 2

s

out n av

V

P V RCS

NN P N

RC

  = = = ≅ × 
 

 (40) 



Άσκηση 3: Τυχαία ∆υαδική Κυµατοµορφή 

∆ίνεται ένα σήµα x(t) το οποίο παράγεται από µία ακολουθία παλµών διάρκειας Tb και που κάθε 

παλµός έχει την ίδια πιθανότητα να έχει πλάτος +1 και -1. Υποθέτουµε πως τα πλάτη των παλµών 

είναι στατιστικά ανεξάρτητα, δηλαδή η πιθανότητα να έχει ένας παλµός πλάτος +1 ή -1 δεν εξαρτάται 

από τα πλάτη των προηγούµενων ή των επόµενων παλµών. Επίσης θεωρούµε πως οι παλµοί 

παρουσιάζουνε µία τυχαία µετατόπιση σε σχέση µε την αρχή των αξόνων Τ όπου το Τ είναι 

οµοιόµορφα κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή στο διάστηµα [0, Τb). 

Ζητείται να υπολογιστεί η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης Rx(τ) της x(t). 

Λύση: 

Για να υπολογίσουµε την συνάρτηση αυτοσυσχέτισης Rx(τ) χρησιµοποιούµε τον ορισµό 

 { }1 2 1 2
( , ) ( ) ( )

x
R t t E x t x t=  (41) 

Σηµειώστε πως η (41) είναι ο γενικός ορισµός της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης ο οποίος περιλαµβάνει 
και την ειδική περίπτωση των στατικών διαδικασιών για τις οποίες θα πρέπει να ισχύει 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )x x xR t t R t t R τ= − =  (42) 

όπου t=τ1-τ2. Για να υπολογίσουµε την Rx θεωρούµε ένα δείγµα της x(t) όπως αυτό φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα. 

 

Οι χρονικές στιγµές t1 και t2 µπορεί να βρίσκονται οπουδήποτε πάνω στον άξονα του χρόνου. Ωστόσο 

αν απέχουνε περισσότερο από Τb δηλαδή |t1-t2|>Tb τότε είµαστε σίγουροι πως ανήκουνε σε 

διαφορετικό παλµό οπότε τα x(t1) και x(t2) είναι ασυσχέτιστα, 

 { } { }1 2 1 2 1 2
( , ) ( ) ( ) ( )} { ( ) 0

x
R t t E x t x t E x t E x t= = =  (43) 

Στην παραπάνω σχέση χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι  

 { } { }1 2

1 1
( ) ( ) ( 1) ( 1) 0

2 2
E x t E x t= = + + − =  (44) 

Όταν |t1-t2|<Tb υπάρχει πιθανότητα οι χρονικές στιγµές να ανήκουνε στον ίδιο παλµό και το κατά πόσο 

αυτό ισχύει εξαρτάται από την τιµή της αρχικής ολίσθησης T. Αν υποθέσουµε πως t2>t1για να ανήκει 

το t1 στον iοστό παλµό πρέπει  

 
1( 1) bi T T t− + ≥  (45) 

Για να µην ανήκει το t2 στον i παλµό θα πρέπει να ανήκει στον (i+1) και εποµένως 

 

 
2 bt iT T≥ +  (46) 

Εποµένως αν D(t1,t2) συµβολίζει το ενδεχόµενο να βρίσκονται οι δύο χρονικές στιγµές σε διαφορετικό 

παλµό έχουµε 



 { } [ ] [ ]{ }1 2 1 2
( , ) ( 1)

b b
P D t t P T t i T T t iT= ≥ − − ∩ ≤ −  (47) 

Παρατηρούµε πως τα ενδεχόµενα  

 { }1 1
( 1)

b
A T t i T= ≥ − −  (48) 

 { }2 2
A T t iT= ≤ −  (49) 

είναι αµοιβαίως αποκλειόµενα. Πράγµατι, αν ισχύει το Α2 τότε: 

 
2 1 2 1 1( ) ( 1)b bT t iT t t t iT t i T≤ − = + − − < + −  (50) 

δηλαδή δεν µπορεί να ισχύει το Α1. Εποµένως 

 { } { } { } { }1 2 1 2 1 2
( , )P D t t P A A P A P A= ∩ = +  (51) 

Η πρώτη πιθανότητα υπολογίζεται εν γένει από την σχέση 

 ( ) 1
( )

b bT T

b
T

b ba a

T a
P T a f x dx dx

T T

−
≥ = = =∫ ∫  (52) 

ενώ η δεύτερη πιθανότητα υπολογίζεται από την σχέση  

 ( )
0 0

1
( )

b b

T

b b

b
P T b f x dx dx

T T
≤ = = =∫ ∫  (53) 

Εποµένως  

 { } { } { } 1 2 2 1
1 2 1 2

( ( 1) )
( , ) b b b

b b b

T t i T t iT t t
P D t t P A P A

T T T

− − − − −
= + = + =  (54) 

Αυτή είναι η πιθανότητα τα t1 και t2 να µην ανήκουν στον ίδιο παλµό. Για να ανήκουν στον ίδιο παλµό, 

 { } { } 2 1
1 2 1 2

( , ) 1 ( , ) 1
b

t t
P S t t P D t t

T

−
= − = −  (55) 

Για να υπολογίσουµε τώρα την αυτοσυσχέτιση, 

 { } { } { }1 2 1 2 1 2 1 2
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) | ( )

x
R t t E x t x t E x t x t D P D E x t x t S P S= = +  (56) 

όπου Ε{x(t1)x(t2)|D} είναι η αναµενόµενη τιµή του x(t1)x(t2) δεδοµένου πως έχει συµβεί το D δηλαδή 

ότι οι χρονικές στιγµές είναι σε διαφορετικό παλµό οπότε ισχύει η (43), δηλαδή 

 { }1 2
( ) ( ) | 0E x t x t D =  (57) 

Όταν οι χρονικές στιγµές βρίσκονται στον ίδιο παλµό x(t1)=x(t2)=±1 και x(t1)x(t2)=1. Εποµένως 

 { }1 2
( ) ( ) | 1E x t x t S =  (58) 

Οπότε: 

 { } 2 1
1 2 1 2( , ) ( ) ( ) | ( ) 1x

b

t t
R t t E x t x t S P S

T

−
= = −  (59) 

Στην περίπτωση όπου t1>t2 απλά αντιστρέφουµε το ρόλο των t1 και t2 και έχουµε 

 { } 1 2
1 2 1 2( , ) ( ) ( ) | ( ) 1x

b

t t
R t t E x t x t S P S

T

−
= = −  (60) 

Σε κάθε περίπτωση: 

 

2 1

2 1

1 2

2 1

1
( , )

0

b

bx

b

t t
t t T

TR t t

t t T

 −
− − <

= 
 − ≥

 (61) 



3. Μετάδοση πληροφορίας παρουσία θορύβου AWGN 

Άσκηση 1: Υπολογισµός των συναρτήσεων βάσεως 

∆ίνονται οι παρακάτω τέσσερις κυµατοµορφές που χρησιµοποιούνται για την µετάδοση της 

πληροφορίας σε ένα τηλεπικοινωνιακό σύστηµα: 

Ζητείται: 

α) να βρεθούν οι συναρτήσεις βάσεις. 

β) να σχεδιαστεί ο αστερισµός των συµβόλων δεδοµένων των συναρτήσεων βάσης του παραπάνω 

ερωτήµατος 

Λύση: 

Για να βρούµε τις συναρτήσεις βάσεις χρησιµοποιούµε τη διαδικασία ορθογωνοποίησης Gram-

Schmidt. Συγκεκριµένα επιλέγουµε ως πρώτη συνάρτηση βάσης την: 

 1
1

1

( )
( )

s t
tψ

ε
=  (1) 

όπου  

 
2

1 1

0

( )

T

s t dtε = ∫  (2) 

Το σήµα s1(t) µπορεί να περιγραφεί σε αναλυτική µορφή ως: 

 1

, 0
( )

0 ,διαφορετικά

A
t t T

s t T

 ≤ <= 


 (3) 

Εποµένως: 

 
2 2

2

1 2

0
3

T
A A T

t dt
T

ε = =∫  (4) 

Η πρώτη συνάρτηση βάσης είναι εποµένως 

 1
1

3 ( ) 3
( )

s t t
t

T TA T
ψ = =  (5) 

Για να βρούµε τη δεύτερη συνάρτηση βάσης σύµφωνα µε την διαδικασία Gram-Schmidt υπολογίζουµε 

το  

 21 2 1

0

( ) ( )

T

c s t t dtψ= ∫  (6) 

Το σήµα s2(t) δίνεται από την σχέση 



 
2

,0
( )

0 ,διαφορετικά

A
A t t T

s t T

 − ≤ <
= 


 (7) 

οπότε 

 
2

21 2 1

0 0 0

3 3 3 1
( ) ( )

T T T
A A A t

c s t s t dt t A t dt t dt
T T T TA T A T T

  = = − = −  
   

∫ ∫ ∫  (8) 

Το ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα ως εξής:  (9) 

 
2 2 3 2 2 2

0 0
2 3 2 3 6

TT
t t t T T T

t dt
T T

   
− = − = − =   

   
∫  (10) 

Οπότε έχουµε 

 
21

3

6

T A
c =  (11) 

Η συνάρτηση βάσης θα προκύψει από την  

 
2 2 21 1

3 3 3
( ) ( ) ( )

6 2

A T A t A
d t s t c t A t A t

T T T T
ψ= − = − − = −  (12) 

Η ενέργεια του d2(t) είναι  

 

2 2 21 2
2 2 2

2 2

0 0 0 0

3 3 3
( ) 1 1

2 2 2 4

T T T
A A T

d t dt A t dt A T t dt A T x dx
T T

ε      = = − = − = − =     
     ∫ ∫ ∫ ∫  (13) 

Εποµένως θα έχουµε: 

 
2

3 3
1

2 32 2( )

2 2

A t
A t

T tT Tt
A T T T T

ψ
− − −

= = =  (14) 

Στην συνέχεια δοκιµάζουµε να βρούµε την ψ3(t). Υπολογίζουµε τα 

 31 3 1

0

( ) ( )

T

c s t t dtψ= ∫  (15) 

 32 3 2

0

( ) ( )

T

c s t t dtψ= ∫  (16) 

Έχουµε 

 
31 3 1 1

0 0 0

3 1 3
( ) ( ) ( )

2

T T T
A T

c s t t dt A t dt A tdt
T T

ψ ψ= = = =∫ ∫ ∫  (17) 

 ( )
1

32 3 2 2

0 0 0 0

2 3
( ) ( ) ( ) 2 3

2

T T T
T t A T

c s t t dt A t dt A dt A T x dx
T T

ψ ψ
−

= = = = − =∫ ∫ ∫ ∫  (18) 

Για να βρούµε το d3(t) χρησιµοποιούµε τον τύπο 

 3 3 31 1 32 2

3 3 2 3
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2

A T t A T T t
d t s t c t c t A

T T T T
ψ ψ

−
= − − = − − =  (19) 

Εποµένως εφόσον d3(t)=0 καταλαβαίνουµε ότι η d3(t) µπορεί να γραφεί εξολοκλήρου 

χρησιµοποιώντας ως βάση της ψ1(t) και ψ2(t). Είναι προφανές ότι το ίδιο ισχύει και για την s4(t)=0. 

Τελικά και οι 4 κυµατοµορφές περιγράφονται από δύο συναρτήσεις βάσης ψ1 και ψ2 που υπολογίσαµε 

νωρίτερα. 



β) Για να σχεδιάσουµε τον αστερισµό θα πρέπει να γνωρίζουµε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων 

που περιγράφουνε τις si(t). Εφόσον 

 1
1 1 1 1 1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

s t T
t s t t A tψ ε ψ ψ

ε
= ⇒ = =  (20) 

εποµένως 

 11

1

3
c A T=  (21) 

Επίσης  

 
2 21 1 22 2( ) ( ) ( )s t c t c tψ ψ= +  (22) 

Το c21 το έχουµε υπολογίσει στην (11), 

 
21

3 1

6 2 3

T A
c A T= =  (23) 

 Για το c22 έχουµε: 

 ( ) ( )
1

22 2 2

0 0 0

3 1 1
( ) ( ) 2 1 2 3 1

2

T T
A t

c dts t t t dt A T x x dx A T
T TT

ψ   = = − − = − − =  
  ∫ ∫ ∫  (24) 

Τα c32 και c31 τα έχουµε υπολογίσει παραπάνω: 

 
31

3

2
c A T=  (25) 

 
32

1

2
c A T=  (26) 

Τέλος για το s4(t) έχουµε  

 
4 1 2( ) 0 ( ) 0 ( )s t t tψ ψ= +  (27) 

οπότε 

 
41 42

0c c= =  (28) 

Με τον τρόπο αυτό έχουµε τα διανύσµατα: 

 1 11

1
( ,0) ,0

3
s c A T

 
= =  

 

�

 (29) 

 2 21 22

1 1
( , ) ,

22 3
s c c A T

 
= =  

 

�

 (30) 

 3 31 32

3 1
( , ) ,

2 2
s c c A T

 
= =   

 

�

 (31) 

 ( )4 41 42( , ) 0, 0s c c A T= =
�

 (32) 

Στο παρακάτω σχήµα παριστάνουµε τον αστερισµό που αντιστοιχεί στα σήµατα θεωρώντας ότι 

1A T =  



 

Άσκηση 2: Μ-αδικό PAM σε σύστηµα περιορισµένης ισχύος. 

Επιθυµούµε να µεταδώσουµε ψηφιακή πληροφορία µέσα από ένα κανάλι πολύ µεγάλου εύρους ζώνης 

παρουσία θορύβου AWGN. Ο ποµπός έχει µέγιστη ισχύ εκποµπής Pmax=10mW, η συνολική 

εξασθένιση στο κανάλι είναι -30dB ενώ η φασµατική πυκνότητα θορύβου στο δέκτη είναι Ν0/2=10
-

12W/Hz. Ζητείται να υπολογιστεί ο µέγιστος ρυθµός µετάδοσης bit στην περίπτωση M-αδικού PAM 

όπου το Μ είναι δύναµη του 2 και κυµαίνεται από Μ=2 µέχρι Μ=128 για πιθανότητα σφάλµατος bit 

ίση µε Pb=10
-6

.  

Λύση: 

Γνωρίζουµε ότι η πιθανότητα σφάλµατος συµβόλου του M-αδικού PAM είναι: 

 
2

0

62( 1)

( 1)

av
M

P TM
P Q

M M N

 −
=   − 

 (33) 

όπου Τ είναι η διάρκεια του συµβόλου, Pav είναι η µέση ισχύς του συµβόλου στο δέκτη. Τα σύµβολα 
στον ποµπό αποτυπώνονται σε παλµούς gT(t) οι οποίοι διέπονται από την σχέση: 

 
,0

( )
0 ,διαφορετικά

T

G t T
g t

≤ <
= 


 (34) 

ενώ το σήµα PAM στον ποµπό θα δίνεται από την σχέση 

 ( ) ( )m Tx t A g t=  (35) 

όπου τα πλάτη Am δίνονται από την σχέση: 

 2 1mA m M= − −  (36) 

Θα πρέπει η ισχύς του σήµατος x(t) να µην ξεπερνάει το Pmax οπότε 

 ( )22

max max( ) mx t P A G P≤ ⇒ ≤  (37) 

Το πλάτος Am µεγιστοποιείται για m=M οπότε AΜ=Μ-1 οπότε για να ισχύει η (37) για κάθε m, θα 

πρέπει: 

 max

1

P
G

M
=

−
 (38) 

 H µέση ισχύς στον ποµπό είναι 

 { }
2

( ) 2 2

1

( )
M

TX

av m

m

G
P E x t A

M =

= = ∑  (39) 

Γνωρίζουµε όµως ότι: 

 ( )
2

22

1 1

( 1)
2 1

3

M M

m

m m

M M
A m M

= =

−
= − − =∑ ∑  (40) 
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και εποµένως η µέση ισχύς γράφεται: 

 { }
( )

2
( ) 2 max max

2

1 ( 1) 1
( )

3 3 11

TX

av

P PM M M
P E x t

M MM

− +
= = =

−−
 (41) 

Η ισχύς παρουσιάζεται µειωµένη κατά -30dB όταν φτάνει στον δέκτη, εποµένως 

 max 1

3 1
av

P M
P

L M

+
=

−
 (42) 

όπου ο παράγοντας 1/L=1/1000 περιγράφει της απώλειες ισχύος του καναλιού και αντιστοιχεί σε 

-30dB. Εποµένως η πιθανότητα σφάλµατος συµβόλου δίνεται από την σχέση: 

 max

2

0

2( 1) 6 1

( 1) 3 1
M

PM T M
P Q

M M N L M

 − +
=   − − 

 (43) 

Θα πρέπει στη συνέχεια να συσχετίσουµε την πιθανότητα σφάλµατος συµβόλου µε την πιθανότητα 

σφάλµατος bit Pb. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι στην περίπτωση της Μ-αδικής 

διαµόρφωσης κάθε σύµβολο αντιστοιχεί σε Κ=log2M bits (π.χ. 8-αδική διαµόρφωση PAM 
χρησιµοποιεί 8 διακριτά σύµβολα κάθε ένα από τα οποία κωδικοποιεί έναν εκ των πιθανών 

συνδυασµών 3 bit 000,001,010,…). Για να συµβεί σφάλµα σε ένα σύµβολο θα πρέπει τουλάχιστον ένα 

εκ των bit που µεταδόθηκαν να είναι εσφαλµένο ή ισοδύναµα για να είναι ένα σύµβολο σωστό θα 

πρέπει να µην έχει συµβεί σφάλµα σε όλα τα Κ bit στα οποία αντιστοιχεί. Εποµένως η πιθανότητα το 

σύµβολο να είναι σωστό δίνεται από την σχέση: 

 (1 )K

C b
P P= −  (44) 

Η πιθανότητα σφάλµατος συµβόλου είναι 

 1 1 (1 )K

M C b
P P P= − = − −  (45) 

Εφόσον το Pb είναι πολύ µικρό µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και την προσέγγιση 

 
2

1 (1 ) 1 (1 ) logK

M b b b b
P P KP KP P M= − − ≅ − − = =  (46) 

Η (46) και η (43) συνδυάζονται για να δώσουνε: 

 max2

2

0

log 6 1

2( 1) ( 1) 3 1
b

PM M T M
P Q

M M N L M

 +
=   − − − 

 (47) 

Για να λύσουµε την (47) χρησιµοποιούµε τους πίνακες της συνάρτησης Q για να βρούµε τα qM για τα 

οποία 

 ( )2log

2( 1)
b M

M M
P Q q

M
=

−
 (48) 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται οι τιµές του  

 2log

2( 1)
M b

M M
Q P

M
=

−
 (49) 

Μ QM 

2 1,0×10
-6

     

4 1,3×10
-6

     

8 1,7×10-6     

16 2,1×10
-6

     

32 2,6×10
-6

     

64 3,0×10
-6

     

128 3,5×10
-6

     

 

Από τους πίνακες της συνάρτησης Q βρίσκουµε ότι το qM στις παραπάνω περιπτώσεις δεν διαφέρει 

πολύ και είναι περίπου ίσο µε qM≅4,5. 



οπότε θα έχουµε 

 2max max

2 2 2

0 0

6 1 6 1 1

( 1) 3 1 ( 1) 3 1
M S

M

P PT M M
q R

M N L M M N q L M T

+ +
= ⇒ = =

− − − −
 (50) 

όπου RS είναι ο ρυθµός συµβόλων. ∆εδοµένου πως κάθε σύµβολο αντιστοιχεί σε Κ bit, o ρυθµός bit Rb 

θα είναι: 

 max
22 2

0

6 1
log

( 1) 3 1
b

M

P M
R M

M N q L M

+
=

− −
 (51) 

Στον παρακάτω πίνακα δίνουµε τις τιµές του Rb συναρτήσει του M. 

Μ Rb (Mb/s) 

2 4,9383     

4 1,0974     

8 0,3023     

16 0,0878     

32 0,0257     

64 0,0075     

128 0,0021     

 

Παρατηρούµε εποµένως πως στην περίπτωση ενός συστήµατος περιορισµένης ισχύος η χρήση του 

PAM υψηλότερης τάξης (Μ>2) δεν επιφέρει καµία βελτίωση στο µέγιστο ρυθµό σηµατοδοσίας. 

Άσκηση 3: Μ-αδικό PAM σε σύστηµα περιορισµένου εύρους ζώνης. 

Επιθυµούµε να µεταδώσουµε ψηφιακή πληροφορία µέσα από ένα κανάλι πολύ µεγάλου εύρους ζώνης 

παρουσία θορύβου AWGN. Ωστόσο σε αντίθεση µε την παραπάνω περίπτωση είµαστε περιορισµένοι 

ως προς το εύρος ζώνης και όχι ως προς την µέγιστη ισχύ εκποµπής. Το εύρος ζώνης µετάδοσης δεν 

πρέπει να ξεπεράσει τα 10MHz, ενώ η συνολική εξασθένιση στο κανάλι είναι -20dB ενώ η φασµατική 

πυκνότητα θορύβου στο δέκτη είναι Ν0/2=10
-12

W/Hz. Ζητείται να υπολογιστεί ο µέγιστος ρυθµός 

µετάδοσης bit στην περίπτωση M-αδικού PAM όπου το Μ είναι δύναµη του 2 και κυµαίνεται από Μ=2 

µέχρι Μ=128 καθώς επίσης και η µέση ισχύς εκποµπής για πιθανότητα σφάλµατος bit ίση µε Pb=10
-6

.  

Λύση: 

Σε αντίθεση µε την προηγούµενη περίπτωση, είµαστε περιορισµένοι ως προς το εύρος ζώνης το οποίο 

καθορίζεται από το εύρος ζώνης των παλµών gT(t) που χρησιµοποιούµε στην µετάδοση του σήµατος 

 
,0

( )
0 ,διαφορετικά

T

G t T
g t

≤ <
= 


 (52) 

∆εδοµένου πως οι παλµοί gT(t) είναι ορθογώνιοι έπεται πως το φάσµα τους καθορίζεται από την σχέση  

 ( )2( ) ( ) sinc
T

G f GT Tf=  (53) 

Το φάσµα ισχύος |GT(f)|2 του gT(t) είναι εποµένως 

 ( ) ( )2 2 2
( ) sincTG f GT Tf=  (54) 

δεδοµένου ότι  

 
2

2

1
sinc ( )x

xπ
≤  (55) 

παρατηρούµε ότι  

 
( ) [ ]22

2

2 2 2 2

(0)
( )

( ) ( )
T

GGT
G f

Tf Tfπ π
≤ =  (56) 

και εποµένως για f≥2/T  



 
[ ]

2

2 2 2 2

( ) 1 1
0,025

( ) 4(0)

TG f

TfG π π
≤ ≤ =  (57) 

Εποµένως εφόσον η ισχύς των συνιστωσών του σήµατος για f≥2/T είναι µικρότερες του 2,5% της 

µέγιστης φασµατικής ισχύος στο f=0 έπεται πως το εύρος ζώνης του σήµατος µπορεί προσεγγιστικά να 

θεωρηθεί ίσο µε B=2/T. Εφόσον το µέγιστο εύρος ζώνης δεν µπορεί να γίνει µεγαλύτερο από 10MHz 

έπεται πως ο ρυθµός συµβόλων δεν µπορεί να ξεπεράσει το 

 
1

5MHz 0.2µs
2

S

B
R T

T
= ≤ = ⇒ =  (58) 

Για να πετύχουµε πιθανότητα σφάλµατος bit ίση µε Pb θα πρέπει όπως είδαµε και στην προηγούµενη 

άσκηση η πιθανότητα σφάλµατος συµβόλου να δίνεται από την σχέση: 

 
2logM bP P M=  (59) 

∆εδοµένου ότι: 

 
2

0

62( 1)

( 1)

av
M

P TM
P Q

M M N

 −
=   − 

 (60) 

θα έχουµε: 

 2

2

0

6log
( )

2( 1) ( 1)

av
b M

P TM M
P Q Q q

M M N

 
= =  − − 

 (61) 

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι πάντα θα υπάρχει µία τιµή της Pav έτσι ώστε να µπορούµε να 
πετύχουµε την επιθυµητή πιθανότητα σφάλµατος. Όπως είδαµε και στην προηγούµενη άσκηση 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι qM≅4,5 και εποµένως 

 
2

2 9 20( 1)
3,37 10 ( 1)   [W]

6
av M

M N
P q M

T

−−
= ≅ × −  (62) 

ενώ η ισχύς εκποµπής προκύπτει από την σχέση 

 7 2
3,37 10 ( 1)  [W]

TX av
av

P
P M

L

−= ≅ × −  (63) 

Ο ρυθµός σηµατοδοσίας είναι απλά 

 ( )6

2 2
log 5 10 log    [b/s]

b S
R R M M= = ×  (64) 

Στον παρακάτω πίνακα παραθέτουµε τις τιµές του Rb και του Pav
TX

 για κάθε µία από τις τιµές του M. 

 

Μ Rb (Mb/s) Pav
TX

 (W) 

2 5     0,011 

4 10     0,05 

8 15     0,22 

16 20     0,89 

32 25     3,54 

64 30     13,96 

128 35   55,09 

 

Παρατηρούµε εποµένως ότι η αύξηση του M οδηγεί σε αύξηση του ρυθµού σηµατοδοσίας Rb αλλά και 
σε αύξηση της µέσης ισχύος εκποµπής στο ποµπό. 



Άσκηση 4: Σύγκριση Συστηµάτων Μετάδοσης 

Έστω ένα κανάλι µε φασµατική πυκνότητα θορύβου Ν0/2=10-11 στο οποίο θέλουµε να µεταδώσουµε 

ψηφιακή πληροφορία µε µέγιστη ισχύ ποµπού Pmax
TX

=10mW και απώλειες -20dB µε ρυθµό 

Rb=10Mb/s. Να συγκρίνετε ως προς τις επιδόσεις της πιθανότητας σφάλµατος bit τα εξής συστήµατα: 

α) ∆υαδικό PAM βασικής ζώνης 

β) ∆υαδικό PPM βασικής ζώνης 

γ) ∆υαδικό PSK 

δ) ∆υαδικό ζωνοπερατό PAM 

ε) ∆υαδικό DPSK 

Λύση: 

α) Στην περίπτωση του δυαδικού PAM βασικής ζώνης η πιθανότητα σφάλµατος δίνεται από την 

σχέση: 

 
0

2 b
bP Q

N

ε 
=   

 
 (65) 

όπου εb είναι η µέση ενέργεια ανά bit. Για να υπολογίσουµε την µέση ενέργεια ανά bit, 

χρησιµοποιούµε το γεγονός πως στο δυαδικό PAM έχουµε 

 
1 max( ) ( )Ts t P g t=  (66) 

 
2 max( ) ( )Ts t P g t= −  (67) 

όπου έχουµε ορίσει τον παλµό gT(t) ως εξής: 

 
1, 0

( )
0, διαφορετικά

T

t T
g t

≤ ≤
= 


 (68) 

Η µέση ενέργεια εb ανά bit είναι εποµένως: 

 
2 2 2
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1 1
( ) ( ) ( )
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T T T

b E s t dt s t dt s t dtε
  

= = + 
  
∫ ∫ ∫  (69) 

δεδοµένης της (66) και της (67) έχουµε 

 2 2

1 2 max

0 0

( ) ( )
T T

bs t dt s t dt P T ε= = =∫ ∫  (70) 

και εποµένως η (65) θα δώσει 

 4max max

0 0

2 2
7,82 10b

b

P T P
P Q Q

N N R

−
   

= = = ×      
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 (71) 

β) Στην περίπτωση του δυαδικού PPM χρησιµοποιούµε τις κάτωθι κυµατοµορφές: 
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0 διαφορετικά
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 ≤ <
= 
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 (72) 

 
1

max 2
2

0
( )

0 διαφορετικά

P t T
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 (73) 

Έχουµε: 

 
2 2 max
1 2

0 0

( ) ( )
2

T T
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P T
s t dt s t dt ε= = =∫ ∫  (74) 



Για το PPM έχουµε: 

 2max

0 0

5 10
2

b
b
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P Q Q

N N R

ε −
   
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 (75) 

γ) Στην περίπτωση του δυαδικού PSK χρησιµοποιούµε τις κυµατοµορφές: 
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= 
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 (76) 
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cP f t t T
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π π + ≤ <= = −
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 (77) 

Η ενέργεια στη διάρκεια του bit είναι 

 ( ) ( )2 2 max max max max
1 max

0 0 0

sin 4
( ) cos (2 ) cos 4

2 2 2 2

T T T

c

c c

c

f TP T P P T P T
u t dt P f t dt f t dt

f T

π
π π= = + = +∫ ∫ ∫  (78) 

Για τον δεύτερο όρο της εξίσωσης έχουµε: 

 
( )max max

sin 4 1

2 2

c

c c

f TP T P T

f T f T

π
≤  (79) 

Είναι προφανές ότι όταν η συχνότητα fc υπερβαίνει κατά πολύ το 1/Τ (κάτι που συµβαίνει πάντα στην 

πράξη!) τότε 

 2 max
1

0

( )
2

T
P T

u t dt ≅∫  (80) 

Με τον ίδιο τρόπο βλέπουµε ότι 

 2 max
2

0

( )
2

T
P T

u t dt ≅∫  (81) 

και εποµένως 

 max

2
b

P T
ε =  (82) 

Για το PSK θα έχουµε: 

 2max
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1, 27 10b
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 (83) 

δ) Στην περίπτωση του ζωνοπερατού δυαδικού PAM χρησιµοποιούµε τις εξής κυµατοµορφές: 
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cP f t t T
u t

π ≤ <
= 


 (84) 

 
( )max

1 0

cos 2 , 0
( ) ( )

0 ,διαφορετικά

cP f t t T
u t u t

π− ≤ <= = −


 (85) 

εποµένως πέφτουµε στην ίδια περίπτωση µε το δυαδικό PSK και θα έχουµε: 

 2
1, 27 10

b
P

−= ×  (86) 

ε) Στην περίπτωση του DPSK έχουµε το ίδιο εb ανά bit αλλά η πιθανότητα σφάλµατος δίνεται από την: 

 
2max

0 0

1 1
exp exp 4,1 10

2 2 2

b

b

P T
P

N N

ε −   
= − = − ≅ ×   

   
 (87) 

 


